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Un esercizio svolto sull'induzione:

due definizioni bizzarre dei numeri pari



Sia R x l'insieme di regole seguenti sui numeri naturali

n
— (X0
O[ | n + 2

[ X1]
e sia X = fiz(Rx) (il minimo punto fisso)

Analogamente, sia Ry l'insieme di regole

n n 4+ 2
Y1
n—|—4[ ] n

n Y0 Y2

A

esia Y = fiz(Ry).



Rx : TX0 X1 2
n n +
Ry: 0 —— Y] —=[v2]

X = fiz(Rx) Y = fiz(Ry)

Abbiamo quindi, per ogni Z C N:
Rx(Z)={0}U{n+2|ne 2}
Ry(Z)={0tu{n+4|neZ}uf{n|n+2¢€ 7}

Svolgiamo quindi il seguente
Esercizio. Dimostrare che X C Y.



Evitate di dire “ma e ovvio”

Nota. Puo risultare ovvio dalle regole che
X=Y={2-n|neN} (%)

cioe che X e Y sono uguali e sono l'insieme dei naturali
pari. Da questo uno puo essere tentato di concludere im-
mediatamente ’esercizio.

In questa parte del corso, tuttavia, non accetteremo di-
mostrazioni che si poggino in tal modo sull’intuizione. Ov-
vero, non accetteremo “é ovvia” come giustificazione per
(x), che invece, se la si vuole usare, va dimostrata.

[’enfasi e sul come, non sul cosa si dimostra.



Dimostrazione

Per dimostrare a € X =— a € Y, procediamo per in-
duzione su a € X. Facciamo quindi vedere che la proprieta
di appartenere a Y e preservata da ogni regola di Rx. Con-
sideriamo ambo i casi [X0], [ X1].

e Caso [ X0]. Qui a =0 e devo fare vedere che a € Y.
Per la regola [Y 0] concludo.

e Caso | X1|. Qui a =n + 2 per qualche n. Siccome
| X'1] ha come premessa n, possiamo assumere come
ipotesi induttiva, n € Y. Per la regola [Y1] si ha
n+4 €Y. Vistoche n+4 = (n+2)+ 2, per la regola
Y2|sihan+2=a€cY



Dimostrazione alternativa

Data una derivazione in R x, posso sostituire la regola | X 0]
con la [Y O]

— | X0] = — Y0
~X0] = (Y0
e la regola | X'1] come segue
n +4—(n+2)+2[Y1]
X1 = =— " V2]
n 4+ 2 n 4+ 2

Dopo le sostituzioni di sopra, ho una derivazione in Ry .



Un altro esercizio

Esercizio. Dimostrare che vale anche Y C X, e che quindi
X =Y.

Questa direzione e piu diflicile da dimostrare.



Svolgimento

Dimostriamo a € ¥ — a € X. Procediamo per in-
duzione su a € Y, e dimostriamo che "appartenenza ad X
e preservata dalle regole in Ry, e quindi da [Y 0], [Y'1], [Y2].

e Caso [Y0]. Qui a =0, quindi [X0] conclude.

e Caso [Y1]. Qui a = n + 4 per un qualche n. Per
ipotesi induttiva ho che n € X. Per la regola | X1] ho
che n+2 € X. Ancora per [ X1] ottengo (n+2)+42 =
ac X.

e Caso |Y2]. Qui a = n per un qualche n. Per ipotesi
induttiva ho che n+2 € X. ... (e ora?)



Svolgimento

e Caso [Y2|. Qui a = n per un qualche n. Per ipotesi
induttiva ho che n + 2 € X. Per inversione, questo
deve essere conseguenza di qualche regola con pre-
messe in X. Consideriamo tutte le regole possibili:

— Caso [X0]. Qui si ha n + 2 = 0. Impossibile,
visto che n € N.

— Caso | X1]. Quisihan4+2=m+2conm € X.
Dall’equazione si ricava n = m, per culi ¢ = n =
m e X.



Esempio:

La “relazione” fattoriale



Esempio: Relazione Fattoriale

Definiamo la relazione fattoriale F' C (N x N) induttiva-
mente tramite l'insieme di regole R

n F'm
—— | F0 F1
OFl[ | (n+1)F(n+1)-m[ |
E facile convincersi che nF'm se e solo se n! = m, e che

quindi la relazione F' & in realta una funzione N — N.

Andiamo ora a svolgere il seguente
Esercizio. Verificare che F' e effettivamente una funzione.



Esistenza del Risultato

Dimostriamo prima 1’esistenza del risultato della funzione.

In formule:
Vn € N.dm € N. nF'm
Chiamando
X ={n|dmeN. nFm}
dimostriamo
VneN.ne X
cloe
NCX

per induzione su N.



Esistenza del Risultato

Siccome N ¢ definito induttivamente dalle regole R’
n
0 n+1

dobbiamo dimostrare che R/(X) C X, ovvero che X &
preservato da tutte le regole in R, ovvero che

0e X
neX — n+lelX

(che e il “solito” principio di induzione su N).



Esistenza del Risultato

Caso 0 € X. Dalla regola di R

SF1 |[F0]

Si ha 0F'1, e quindi 3m € N. 0F'm, e quindi 0 € X vale.



Esistenza del Risultato

Cason € X — n+1 € X. Dallipotesi induttiva
ricaviamo nF'm per qualche m. Usando ora la regola di R

nFm
n+1)F(n+1)-m

[F1]

abbiamo che (n+ 1) F (n+ 1) - m, e di conseguenza anche
n+ 1€ X vale.



Unicita del Risultato

Dobbiamo ora verificare 'unicita del risultato, ovvero che
Yn,mi,mo € N. nFmi AnFms — mq1 = mo

Anche se potremmo procedere per induzione su n € N,
procediamo invece per induzione su nf'mj. Definiamo una
relazione p C N X N come segue:

p(n,m) — “\V/mQ c N. ’I’LF’I’TLQ — m = m277

e osserviamo che la proprieta di unicita si puo riscrivere

conle
FCp



Unicita del Risultato

Per dimostrare
FCyp

per il principio d’induzione basta fare vedere che R(p) C p,
ovvero che p ¢ preservata da ogni regola di K.

In concreto, dobbiamo dimostrare:

1) p(0,1)
2) Vn,meN.p(n,m) = pn+1,(n+1) -m)



Unicita del Risultato

Caso 1. Per dimostrare p(0, 1), dobbiamo fare vedere che
0Fmyg — mo =1

Assumiamo I P1: 0F'mgy, e procediamo per inversione. Os-
serviamo che I P1 non puo essere conseguenza di |F'1], visto
che da questa si ricava (n+1)F(...) e chiaramente 0 # n+1.
Quindi I P1 si deve ricavare con [F0], e deve essere:

0F1 = mo '

da cui la tesi.



Unicita del Risultato

Caso 2. Per dimostrare p(n,m) = p(n+1,(n+1)-m),
possiamo assumere che:

IP1: p(n,m)
IP2: (n+1)Fmy

da cui dobbiamo derivare mo = (n+ 1) - m.

Invertiamo I P2. Non e ricavabile dalla regola [F0], visto
che da questa si ricava 0F(...) e 0 # n 4+ 1. Quindi deve
ricavarsi da |F'1]:

nFm/’

m+1)F(n+1)-m' =msy

1]

dove nEF'm’ vale.



Unicita del Risultato

Caso 2 (continua).
IP3: nFm'
Ricodiamo che I P1 : p(n,m) ci dice che
VEeN. nFk — k=m
Scegliamo k = m/:
nFm' — m' =m

ma ’antecedente vale per I P3, quindi abbiamo m’ = m, da
cui latesimeo=(n+1)- m'=n+1) -m.



Sull’inversione

Nell’esempio appena fatto, dopo avere ricavato
siamo andati a “invertire” tale ipotesi.

Questo richiede di andare a considerare tutte le regole e
capire quali potrebbero avere come conseguenza quell’ipotesi.

Nell’esempio visto, solo [F'1] poteva farlo. In generale,
potrebbero esserci piu regole, ognuna delle quali genera un
sottocaso da trattare.



Inversione non unica

Nell’esempio appena fatto, quando nF'm vale, esiste una
sola regola che puo derivarlo. Non e sempre quello il caso:
per esempio

nlm (n+1)I(m+1)
nt2Im 2y H

= L0]

010 72

nlm

definisce la funzione identita id(n) = n, ma ci sono molti
(infiniti) modi diversi per ricavare nIn. Per esempio:

m[[@]

212

171
— 10
0 010

1]

12]

2]



Conclusioni

La dimostrazione appena vista non si applica solo al caso
del fattoriale ma a tutte le relazioni/funzioni definite indut-
tivamente da regole della forma

nk'm
0Fc (n+1)Fg(n,m)

per una qualche funzione g.

Sappiamo quindi che: esiste ed e unica la “relazione” F
(per Knaster-Tarski), ed essa e effettivamente una funzione
(per I'esercizio svolto prima).



Conclusioni

Di solito, definire una funzione per induzione e fatto con
una scrittura simile a:

f0)=c  fln+1)=g(n, f(n))

Nell’esercizio appena svolto abbiamo dimostrato che le de-
finizioni come quella di sopra sono sempre ben poste: esiste
un’unica f che soddista quanto sopra.



Altri esempi



Esercizio. Considerate la relazione I sui naturali definita
induttivamente da:

nlm (n+1)I(m+1)
o0 1V (n + 2)I(m + 2) 7

010 2

nim

Dimostrate che I implica l'identita, cioe che:
Vn,m e N.nIm — n=m

Provate prima a farlo per induzione su n € N e notate che
non si ci riesce (perché?).

Poi procedete per induzione su nim.



Esercizio. Ricordate la definizione delle sequenze finite di
naturali:

S

€ n.s

Definite una relazione (funzione) s 3 n che valga quando n
e la somma di tutta la sequenza s.



Esercizio.
Sia S l'insieme delle sequenze finite definite da

N
S
S
Va

Dimostrate che

Vn,s. s € SAs>Xn —> n pari



Esercizio.
Sia R la relazione tra sequenze di naturali data da

s RS

e R e n:m:sRKm:n:s

Dimostrate che

/ / / / / /
Vs,s',a,a . sRs ANsXaANs YXa — a=a



Esercizio. (avanzato)
Definite con un insieme di regole la relazione s R s’ che vale
quando s € una permutazione (un riordinamento) di s’.



